
Eine Behauptung . . .

Schon bekannte Funktionen:

filter :: (a → Bool) → [a] → [a]
filter p [ ] = [ ]
filter p (a : as) | p a = a : (filter p as)

| otherwise = filter p as

map :: (a → b) → [a] → [b]
map h [ ] = [ ]
map h (a : as) = (h a) : (map h as)
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Ein weiteres Beispiel

Angenommen, wir wollen (für gewisse h, f , k und l)

h (foldr f k l)

durch einen einzelnen Aufruf von foldr ersetzen.
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Auf anderen Datentypen

Zum Beispiel:

data Tree a = Leaf a | Node (Tree a) (Tree a)
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Freie Theoreme [Wadler, 1989]

Ursprüngliches Beispiel:

filter :: (a → Bool) → [a] → [a]
filter p [ ] = [ ]
filter p (a : as) | p a = a : (filter p as)

| otherwise = filter p as

Für jede Wahl von p, h und l gilt:

filter p (map h l) = map h (filter (p ◦ h) l)

Bewiesen per Induktion.
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takeWhile p (map h l) = map h (takeWhile (p ◦ h) l)

g p (map h l) = map h (g (p ◦ h) l)

Aber wie soll man so etwas beweisen können?
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Versuch einer Argumentation

• g :: (a → Bool) → [a] → [a] muss für jede mögliche
Instanziierung von a einheitlich arbeiten.
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• Also wählt g mit p stets
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wie es g mit (p ◦ h) aus l tut, außer dass im ersten Fall die
entsprechenden Abbilder unter h ausgegeben werden.

• Also ist (g p (map h l)) gleich (map h (g (p ◦ h) l)).

• Genau das wollten wir beweisen!
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Geht es vielleicht etwas formaler?

Gegeben:
g :: (a → Bool) → [a] → [a]

Behauptung, für jede Wahl von p, h und l :

g p (map h l) = map h (g (p ◦ h) l)
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Problem: lässt Typinformation außer Acht

Wie wäre es dann mit Induktion nur über alle Funktionen des Typs
(a → Bool) → [a] → [a]?
Problem: dieser Bereich nicht kompositionell

Wir müssen also allgemein Aussagen der obigen Art für
alle Typen

”
gleichzeitig“ beweisen!
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• zu jedem Typ angeben, welche möglichen Varianten
(semantisch, nicht syntaktisch) von Elementen
diesen Typs es gibt
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Erster Punkt an Beispielen

Frage: Welche Funktionen haben den Typ
”
(a, a) → a“ ?
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Welche Möglichkeiten gibt es für g :: [a] → [a] ?
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Welche Möglichkeiten gibt es für g :: [a] → [a] ?
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