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Ein Beispiel:

Behauptung:

filter p (map h 1) = map h (filter (po h) 1)

Kann per Induktion iiber / bewiesen werden.

Ahnlich gilt:

takeWhile p (map h |) = map h (takeWhile (po h) I)

Tatséchlich gilt fiir jedes f :: (o — Bool) — [a] — [a],

f p(maphl)=maph (f (poh)l)

Zauberei? Keine Induktion mehr notig?

Freie Theoreme! [Wadler 1989]
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wie es f mit (po h) aus / tut, auBer dass im ersten Fall die
entsprechenden Abbilder unter h ausgegeben werden.

Also ist (f p (map h 1)) gleich (map h (f (poh) I)).

Genau das wollten wir beweisen!
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Warum? (formaler, aber etwas naiv)

Frage: Welche f haben Typ Va. (. — Bool) — [a] — [a] ?

Ansatz: Denotationen von Typen als Mengen angeben.

[Bool] = {True, False}

[Int] - {..,-2,-1,0,1,2,...}
[(r1,72)] = [n] x [7]

1Eal! = {[x1,-.-,xa] | n>0,x € [7]}
[r1 — 7] = {f:[n] — [I}

[Va.7] =7

» g € [Va. 7] misste eine ganze ,,Familie” von Werten sein:
fiir jeden Typ 7/, eine Instanz mit Typ 7[r’/a].

> [Var]={g | V7. g € [r[7'/a]]} ?
» Aber das schlieBt ,,ad-hoc-polymorphe” Funktionen ein!
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Unerwiinschte Ad-Hoc-Polymorphie am Beispiel
» Mit der vorgeschlagenen Definition,
[Vo. (o, ) — o] ={g | V7. g- : [7] x [7] — [7]}-
> Aber das erlaubt auch
8Bool (Xa)/) = not X
gnt (xy) = y+1,
was in Haskell beim Typ Va. (o, @) — a unmaglich ist.

» Um dies zu vermeiden, miissen wir

gBool : [Bool] x [Bool] — [Bool] und
gint : [Int] x [Int] — [Int]

vergleichen und gewahrleisten, dass sie sich
,identisch verhalten”.
Aber wie?
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Beliebige Relationen benutzen, um Instanzen zu verkniipfen!

Im Beispiel (g :: Va. (o, ) — «):

» Man wahle eine Relation R C Bool x Int.

» Man nenne (x1,x2) € Bool x Bool und (y1, y2) € Int x Int
verwandt, wenn (x1,y1) € R und (x2,y2) € R.

» Man nenne f; : Bool x Bool — Bool und £, : Int x Int — Int
verwandt, wenn verwandte Eingaben zu verwandten Ausgaben
fiihren.

» Dann sind ggool und gine mit

gBool (X,¥) = not x und
gt (xy) = y+1
nicht verwandt bei, zum Beispiel, Wahl von R = {(True, 1)}.
Reynolds: g € [Va.r] genau dann wenn fiir alle 74,7 und
R C [n1] x [2] gilt, dass g, und g, verwandt per
»Fortsetzung" von R beziiglich 7
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Etwas genauer

Zur Interpretation von Typen als Relationen:

1. Ersetze (Quantifizierung iiber) Typvariablen durch
(Quantifizierung iiber) Relationsvariablen.

2. Ersetze Teiltypen ohne jeglichen Polymorphismus durch
Identitatsrelationen.

3. Verwende folgende Regeln:

(R,S) = {((x, %), (v1,52)) | (31, 1) € R, (%2, y2) € S}
[R] = {(bx, - xal, 1, -5 w0]) [ 02 0,(xi, yi) € R}
R—S = {(f,h)]|V(a,a) €R. (fh a1, a2) €S}

VR. F(R) = {(u,v) | V71,72, R C 11 X 12. (Ury, vr,) € F(R)}

Dann gilt fiir jedes f :: 7, dass das Paar (f,f) in der Interpretation
von 7 als Relation enthalten ist.
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Nun formal am Beispiel
Gegeben sei f :: Va. (o — Bool) — ([a] — [a]).

Dann:

V(al, 32) € (h — idBooI)- V(/l, /2) S (map h)
(fr, a1 h,fr, a2 b) € (map h)
= Y(h, k) € (map h). (f, (poh) h,f, p k) € (map h)
durch Wahl von (a1, a2) = (po h,p) € (h — idool)

fiir jede Funktion h:: 74 — 7 und jedes p :: » — Bool.
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Gegeben sei f :: Va. (o — Bool) — ([a] — [a]).

Dann:

V(/l, /2) S (map h) (fn (pOh) I17 sz p /2) € (map h)
& Vh ::[m]. map h (f, (poh) h) =1, p (map h )
durch einfache Umformung

fiir jede Funktion h:: 74 — 75 und jedes p :: » — Bool.



Nun formal am Beispiel
Gegeben sei f :: Va. (o — Bool) — ([a] — [a]).

Dann:

Vh i [11]. map h (f, (poh) h)=*f., p(map h k)
fiir jede Funktion h:: 74 — 7 und jedes p :: ™ — Bool.

Das entspricht genau der urspriinglichen Behauptung!
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Short Cut Fusion [Gill et al. 1993]

Beispiel: fromTo n m=go n

where go i = if i > m then []
else /: go (succ i)
sum [] =0
sum (x : xs) = x + sum xs

Problem: Ausdriicke wie

sum (fromTo 1 10)
fiihren zur Erzeugung eines Zwischenergebnisses.

Losung: 1. Schreibe fromTo mittels build.
2. Schreibe sum mittels foldr.
3. Benutze folgende Regel:

{—# RULES “foldr/build"

V(g;;vlﬁ, (a—>ﬂ—>ﬁ)—>l[3—>ﬂ) c n.
foldr ¢ n (build g) =g cn #—}



Korrektheitsbeweis

Zur Erinnerung:

build :: (V3. (a — B — B) — 3 — B) — [q]
build g = g (:) []
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build :: (V3. (a — B — B) — 3 — B) — [q]
build g = g (:) []

Gegeben sei g : V3. (1 —  — () — [ — (. Dann:
(g,8) eVR. (id; = R—R) — (R—R)
< VR. V(Cl, C2) € (idT - R — 72,) V(nl, n2) €R.
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wegen Definition von VR. F(R) und R — S
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build g = g (:) []

Gegeben sei g : V3. (1 —  — () — [ — (. Dann:
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build g = g (:) []
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