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Ein Beispiel:
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filter p (x : xs) = if p x then x : filter p xs else filter p xs
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Kann per Induktion über l bewiesen werden.

Ähnlich gilt:

takeWhile p (map h l) = map h (takeWhile (p ◦ h) l)

Tatsächlich gilt für jedes f :: (α → Bool) → [α] → [α],

f p (map h l) = map h (f (p ◦ h) l)

Zauberei? Keine Induktion mehr nötig?

Freie Theoreme! [Wadler 1989]
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Instanziierung von α einheitlich arbeiten.

�
Die Ausgabeliste kann nur Elemente der Eingabe l enthalten.

�
Welche, und in welcher Reihenfolge/Vielfachheit, kann
lediglich von l und dem Eingabeprädikat p abhängen.
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Im Beispiel (g :: ∀α. (α, α) → α):
�

Man wähle eine Relation R ⊆ Bool × Int.

6



Idee [Reynolds 1983]

Beliebige Relationen benutzen, um Instanzen zu verknüpfen!
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�
Dann sind gBool und gInt mit

gBool (x , y) = not x und
gInt (x , y) = y + 1

nicht verwandt bei, zum Beispiel, Wahl von R = {(True, 1)}.

Reynolds: g ∈ [[∀α.τ ]] genau dann wenn für alle τ1, τ2 und
R ⊆ [[τ1]] × [[τ2]] gilt, dass gτ1 und gτ2 verwandt per

”
Fortsetzung“ von R bezüglich τ
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∀R. F(R) = {(u, v) | ∀τ1, τ2,R ⊆ τ1 × τ2. (uτ1 , vτ2) ∈ F(R)}

Dann gilt für jedes f :: τ , dass das Paar (f , f ) in der Interpretation
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Nun formal am Beispiel

Gegeben sei f :: ∀α. (α → Bool) → ([α] → [α]).

Dann:

(f , f ) ∈ ∀R. (R → idBool) → ([R] → [R])

⇔ ∀τ1, τ2,R ⊆ τ1 × τ2. (fτ1 , fτ2) ∈ (R → idBool) → ([R] → [R])

⇔ ∀R. ∀(a1, a2) ∈ (R → idBool). (fτ1 a1, fτ2 a2) ∈ ([R] → [R])

⇔ ∀R. ∀(a1, a2) ∈ (R → idBool). ∀(l1, l2) ∈ [R].
(fτ1 a1 l1, fτ2 a2 l2) ∈ [R]

⇒ ∀(a1, a2) ∈ (h → idBool). ∀(l1, l2) ∈ (map h).
(fτ1 a1 l1, fτ2 a2 l2) ∈ (map h)

durch Spezialisierung zu R = h, wobei dann [R] = (map h)

für jede Funktion h :: τ1 → τ2
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Nun formal am Beispiel

Gegeben sei f :: ∀α. (α → Bool) → ([α] → [α]).

Dann:

(f , f ) ∈ ∀R. (R → idBool) → ([R] → [R])
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⇔ ∀R. ∀(a1, a2) ∈ (R → idBool). (fτ1 a1, fτ2 a2) ∈ ([R] → [R])

⇔ ∀R. ∀(a1, a2) ∈ (R → idBool). ∀(l1, l2) ∈ [R].
(fτ1 a1 l1, fτ2 a2 l2) ∈ [R]

⇒ ∀(a1, a2) ∈ (h → idBool). ∀(l1, l2) ∈ (map h).
(fτ1 a1 l1, fτ2 a2 l2) ∈ (map h)

⇒ ∀(l1, l2) ∈ (map h). (fτ1 (p ◦ h) l1, fτ2 p l2) ∈ (map h)
durch Wahl von (a1, a2) = (p ◦ h, p) ∈ (h → idBool)

für jede Funktion h :: τ1 → τ2 und jedes p :: τ2 → Bool.
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Nun formal am Beispiel

Gegeben sei f :: ∀α. (α → Bool) → ([α] → [α]).

Dann:
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⇔ ∀R. ∀(a1, a2) ∈ (R → idBool). ∀(l1, l2) ∈ [R].
(fτ1 a1 l1, fτ2 a2 l2) ∈ [R]

⇒ ∀(a1, a2) ∈ (h → idBool). ∀(l1, l2) ∈ (map h).
(fτ1 a1 l1, fτ2 a2 l2) ∈ (map h)

⇒ ∀(l1, l2) ∈ (map h). (fτ1 (p ◦ h) l1, fτ2 p l2) ∈ (map h)
⇔ ∀l1 :: [τ1]. map h (fτ1 (p ◦ h) l1) = fτ2 p (map h l1)

durch einfache Umformung

für jede Funktion h :: τ1 → τ2 und jedes p :: τ2 → Bool.
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Nun formal am Beispiel

Gegeben sei f :: ∀α. (α → Bool) → ([α] → [α]).

Dann:

(f , f ) ∈ ∀R. (R → idBool) → ([R] → [R])

⇔ ∀τ1, τ2,R ⊆ τ1 × τ2. (fτ1 , fτ2) ∈ (R → idBool) → ([R] → [R])

⇔ ∀R. ∀(a1, a2) ∈ (R → idBool). (fτ1 a1, fτ2 a2) ∈ ([R] → [R])

⇔ ∀R. ∀(a1, a2) ∈ (R → idBool). ∀(l1, l2) ∈ [R].
(fτ1 a1 l1, fτ2 a2 l2) ∈ [R]

⇒ ∀(a1, a2) ∈ (h → idBool). ∀(l1, l2) ∈ (map h).
(fτ1 a1 l1, fτ2 a2 l2) ∈ (map h)

⇒ ∀(l1, l2) ∈ (map h). (fτ1 (p ◦ h) l1, fτ2 p l2) ∈ (map h)
⇔ ∀l1 :: [τ1]. map h (fτ1 (p ◦ h) l1) = fτ2 p (map h l1)

für jede Funktion h :: τ1 → τ2 und jedes p :: τ2 → Bool.

Das entspricht genau der ursprünglichen Behauptung!
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Short Cut Fusion [Gill et al. 1993]

Beispiel:
fromTo n m = go n

where go i = if i > m then [ ]
else i : go (succ i)

sum [ ] = 0
sum (x : xs) = x + sum xs
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Short Cut Fusion [Gill et al. 1993]

Beispiel:
fromTo n m = go n

where go i = if i > m then [ ]
else i : go (succ i)

sum [ ] = 0
sum (x : xs) = x + sum xs

Problem: Ausdrücke wie

sum (fromTo 1 10)

führen zur Erzeugung eines Zwischenergebnisses.
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Short Cut Fusion [Gill et al. 1993]

Beispiel:
fromTo n m = go n

where go i = if i > m then [ ]
else i : go (succ i)

sum [ ] = 0
sum (x : xs) = x + sum xs

Problem: Ausdrücke wie

sum (fromTo 1 10)

führen zur Erzeugung eines Zwischenergebnisses.

Lösung: 1. Schreibe fromTo mittels build .
2. Schreibe sum mittels foldr .
3. Benutze folgende Regel:

{−# RULES “foldr/build”
∀(g :: ∀β. (α → β → β) → β → β) c n.
foldr c n (build g) = g c n #−}
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Korrektheitsbeweis

Zur Erinnerung:

build :: (∀β. (α → β → β) → β → β) → [α]
build g = g (:) [ ]
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Zur Erinnerung:

build :: (∀β. (α → β → β) → β → β) → [α]
build g = g (:) [ ]

Gegeben sei g :: ∀β. (τ → β → β) → β → β. Dann:

(g , g) ∈ ∀R. (id τ → R → R) → (R → R)
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Korrektheitsbeweis

Zur Erinnerung:

build :: (∀β. (α → β → β) → β → β) → [α]
build g = g (:) [ ]

Gegeben sei g :: ∀β. (τ → β → β) → β → β. Dann:

(g , g) ∈ ∀R. (id τ → R → R) → (R → R)
⇔ ∀R. ∀(c1, c2) ∈ (id τ → R → R). ∀(n1, n2) ∈ R.

(gτ1 c1 n1, gτ2 c2 n2) ∈ R
wegen Definition von ∀R. F(R) und R → S
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Korrektheitsbeweis

Zur Erinnerung:

build :: (∀β. (α → β → β) → β → β) → [α]
build g = g (:) [ ]

Gegeben sei g :: ∀β. (τ → β → β) → β → β. Dann:

(g , g) ∈ ∀R. (id τ → R → R) → (R → R)
⇔ ∀R. ∀(c1, c2) ∈ (id τ → R → R). ∀(n1, n2) ∈ R.

(gτ1 c1 n1, gτ2 c2 n2) ∈ R
⇒ ((:), c2) ∈ (idτ → (foldr c2 n2) → (foldr c2 n2))

∧ ([ ], n2) ∈ (foldr c2 n2)
⇒ (g[τ ] (:) [ ], g

τ
′ c2 n2) ∈ (foldr c2 n2)

durch Spezialisierung zu R = foldr c2 n2, c1 = (:) und n1 = [ ]

für jede mögliche Wahl von c2 :: τ → τ ′ → τ ′ und n2 :: τ ′.
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Korrektheitsbeweis

Zur Erinnerung:

build :: (∀β. (α → β → β) → β → β) → [α]
build g = g (:) [ ]

Gegeben sei g :: ∀β. (τ → β → β) → β → β. Dann:
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⇒ ((:), c2) ∈ (idτ → (foldr c2 n2) → (foldr c2 n2))

∧ ([ ], n2) ∈ (foldr c2 n2)
⇒ (g[τ ] (:) [ ], g

τ
′ c2 n2) ∈ (foldr c2 n2)

⇔ foldr c2 n2 (g[τ ] (:) [ ]) = g
τ

′ c2 n2

durch Vereinfachung

für jede mögliche Wahl von c2 :: τ → τ ′ → τ ′ und n2 :: τ ′.
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Korrektheitsbeweis

Zur Erinnerung:

build :: (∀β. (α → β → β) → β → β) → [α]
build g = g (:) [ ]

Gegeben sei g :: ∀β. (τ → β → β) → β → β. Dann:

(g , g) ∈ ∀R. (id τ → R → R) → (R → R)
⇔ ∀R. ∀(c1, c2) ∈ (id τ → R → R). ∀(n1, n2) ∈ R.

(gτ1 c1 n1, gτ2 c2 n2) ∈ R
⇒ ((:), c2) ∈ (idτ → (foldr c2 n2) → (foldr c2 n2))

∧ ([ ], n2) ∈ (foldr c2 n2)
⇒ (g[τ ] (:) [ ], g

τ
′ c2 n2) ∈ (foldr c2 n2)

⇔ foldr c2 n2 (g[τ ] (:) [ ]) = g
τ

′ c2 n2

⇔ foldr c2 n2 (build g) = g
τ

′ c2 n2

per Definition von build

für jede mögliche Wahl von c2 :: τ → τ ′ → τ ′ und n2 :: τ ′.
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Korrektheitsbeweis

Zur Erinnerung:
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Außerdem
�

weitere Fusion-Regeln:
�

destroy/unfoldr [Svenningsson 2002]
� circular fusion [Fernandes et al. 2007]
� stream fusion [Coutts et al. 2007]
� . . .
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Außerdem
�

weitere Fusion-Regeln:
�

destroy/unfoldr [Svenningsson 2002]
� circular fusion [Fernandes et al. 2007]
� stream fusion [Coutts et al. 2007]
� . . .

�
Einbeziehung von Typ- und Typkonstruktorklassen

�
0-1-k Prinzipien [Day et al. 1999, V. 2008]

�
. . . ?
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